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Resumen
Se presenta la formulacio´n geome´trica de la dina´mica cla´sica no relativis-
ta de una part´ıcula en te´rminos de elementos de la geometr´ıa diferencial
moderna, tales como haces fibrados, variedades simple´cticas y formas di-
ferenciales. A partir de esta formulacio´n se muestra co´mo, mediante la
expresio´n en coordenadas en un marco de referencia inercial, se obtie-
nen las ecuaciones cano´nicas esta´ndar de Hamilton para la evolucio´n del
sistema.
Abstract
The geometric formulation of non–relativistic classical dynamics of a par-
ticle is shown by means of modern differential geometry concepts: fibre
bundles, symplectic manifolds and differential forms. Beginning with this
formulation it is shown that standard Hamilton canonical equations are
obtained by means of a coordinate expresion in an inertial reference fra-
me.
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1. Introduccio´n
En meca´nica cla´sica el empleo de me´todos y conceptos de la geometr´ıa diferen-
cial y la topolog´ıa han dado lugar a notables resultados y nuevos desarrollos
conceptuales, demostrando as´ı los beneficios que pueden obtenerse al aplicar,
a una rama determinada de la f´ısica, herramientas matema´ticas modernas y
sofisticadas [1, 2, 3].
La meca´nica cla´sica es el punto de partida para formular la dina´mica cua´ntica
de un sistema f´ısico. A partir de la formulacio´n geome´trica de la meca´nica
cla´sica puede obtenerse una formulacio´n geome´trica de la dina´mica cua´ntica,
mediante un procedimiento de cuantizacio´n geome´trica [4, 5] que proporciona
una comprensio´n ma´s profunda de las ideas de la teor´ıa cua´ntica.
En este trabajo se presentan los elementos esenciales de la meca´nica cla´sica
identificados desde el punto de vista de su naturaleza matema´tica, en te´rminos
de elementos de la geometr´ıa diferencial moderna.
2. Estructura matema´tica del espacio de evolucio´n
Consideremos un sistema f´ısico consistente de una sola part´ıcula y sea X el
espacio–tiempo galileano. Debido a la no existencia de un origen de coorde-
nadas natural, X posee la estructura de un espacio af´ın 4–dimensional; un
punto x ∈ X recibe el nombre de evento. El tiempo absoluto de la meca´nica
newtoniana se puede representar mediante un espacio af´ın 1–dimensional T .
La especificacio´n de una escala de tiempo corresponde a definir una 1–forma
diferencial dt sobre T , la cual es invariante bajo traslaciones [2].
El conjunto de eventos simulta´neos con un evento dado constituye un subespa-
cio af´ın 3–dimensional de X : Xt ⊂ X. La nocio´n de simultaneidad define una
aplicacio´n τ0 : X → T tal que τ−10 (t) = Xt, donde Xt es el espacio de eventos
simulta´neos en el tiempo t y recibe el nombre de espacio de configuracio´n
en el tiempo t. Xt es un espacio euclidiano 3–dimensional. La distancia entre
eventos simulta´neos viene dada por
ρ(xa, xb) =
√
〈xa − xb, xa − xb〉, (2.1)
xa, xb ∈ Xt, ξ = xa−xb ∈ R3 y 〈ξ, ξ〉 es un producto escalar en R3. As´ı enton-
ces, X posee la estructura de un haz fibrado [6, 7, 8], con espacio base T , fibra
Xt y proyeccio´n τ0. Las traslaciones en X inducen isometr´ıas en sus fibras.
Con cada t ∈ T asociamos el espacio de fase Mt en el tiempo t; el espacio de
fase Mt es el haz cotangente del espacio de configuracio´n Xt : Mt = T ∗ (Xt).
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Mt posee la estructura de una variedad simple´ctica suave [2, 8]. La coleccio´n
de todos los espacios de fase para todo tiempo t recibe el nombre de espacio
de evolucio´n del sistema:
Z =
⋃
t∈T
Mt. (2.2)
Z es el conjunto de todos los posibles estados dina´micos del sistema en todos
los tiempos y posee la estructura de un haz fibrado, con espacio base T , fibra
Mt y proyeccio´n τ : Z → T , definida por
τ−1(t) =Mt. (2.3)
La especificacio´n de un marco de referencia inercial define una trivializacio´n
de Z; esto es, una coleccio´n de difeomorfismos ψj : τ−1(Uj) → Uj ×M , para
todo Uj ⊂ T , dondeM es el espacio de fase de la meca´nica hamiltoniana. Esta
trivializacio´n induce isomorfismos de las fibras de Z con la fibra t´ıpica M .
3. Dina´mica hamiltoniana sobre Z
El espacio de fase M posee una estructura simple´ctica natural, definida de
la siguiente manera [2]. Sea M = T ∗(Xt); un punto m ∈ Mt es una 1–
forma sobre el espacio tangente T (Xt)x a Xt en algu´n punto x. La proyec-
cio´n natural pi : Mt → Xt env´ıa toda 1–forma sobre T (Xt)x al punto x. Sea
ξ ∈ T (Mt)m un vector tangente al haz cotangente en el punto m ∈Mt. La de-
rivada pi∗ : T (Mt)→ T (Xt) lleva ξ a un vector pi∗ξ ∈ T (Xt)x, donde x = pi(m).
Definimos la 1–forma cano´nica θt sobre Mt como
θt(ξ) = p(pi∗ξ) , (3.1)
donde p ∈ T ∗(Xt)x. As´ı entonces, la 2–forma diferencial ωt definida por
ωt = dθt (3.2)
es cerrada y no degenerada, dotando al haz cotangente de una estructura
simple´ctica natural.
La dina´mica hamiltoniana de una part´ıcula esta´ determinada por una exten-
sio´n de la coleccio´n {ωt} de 2–formas sobre Mt a una 2–forma Ω sobre Z, tal
que Ω|Mt = ωt. Puesto que esta descripcio´n de la dina´mica puede expresarse
en forma hamiltoniana si y solo si Ω es cerrada, asumiremos que dΩ = O.
Un vector ξ ∈ T (Z)z para el cual iξΩ = 0 se denomina vector nulo de la forma
Ω. Los vectores nulos de Ω forman un subespacio lineal de T (Z)z. Puesto que
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las 2–formas ωt son no degeneradas, el subespacio lineal de vectores nulos
es 1–dimensional. La unio´n de los subespacios de vectores nulos en todos los
puntos de Z constituye una distribucio´n involutiva 1–dimensional
D = {ξ ∈ T (Z) : iξΩ = 0} , (3.3)
y se denomina la distribucio´n caracter´ıstica de Ω [9].
La distribucio´nD es generada por un campo vectorial, el cual denotaremos por
ζ. Para todo estado cla´sico z ∈ Z su evolucio´n en el tiempo esta´ determinada
por la variedad integral de D a trave´s de z. El campo vectorial ζ es completo
y se encuentra normalizado por la condicio´n
(τ∗dt)(ζ) = 1 , (3.4)
lo que equivale a decir que la curva integral de ζ esta´ parametrizada por el
tiempo T .
Sea φs el grupo mono–parame´trico de difeomorfismos de Z generados por ζ.
Puesto que iζΩ = 0 y Ω es cerrada, entonces LζΩ = 0 y (φs)∗Ω = Ω. La
normalizacio´n de ζ implica que cada φs preserva la estructura de haz fibrado
de Z e induce una traslacio´n de T denotada por t → t + s. Para cada t ∈ T ,
denotaremos por φst : Mt → Mt+s los difeomorfismos obtenidos restringiendo
φs a Mt. Como φs preserva la 2–forma Ω entonces tenemos
(φst )
∗ωt+s = ωt . (3.5)
As´ı, la dina´mica cla´sica no relativista de una part´ıcula se puede interpretar
como una familia de transformaciones cano´nicas entre los espacios de fase Mt
y Mt+s, las cuales satisfacen la ley de composicio´n
φs
′
t+s ◦ φst = φs+s
′
t . (3.6)
Hasta ahora hemos supuesto la existencia de la 2–forma Ω. Para determinar
Ω, notemos que las suposiciones de que Ω es cerrada y Z contractible, implican
la existencia de una 1–forma Θ tal que Ω = dΘ. Adema´s, podemos escoger a
la 1–forma Θ tal que, para cada t ∈ T , Θ|Mt = θt. Esta restriccio´n define a
Θ, excepto por el diferencial de una funcio´n sobre T . As´ı entonces, podemos
construir Ω en te´rminos de las ωt definidas mediante la ecuacio´n (3.1).
4. Expresio´n en coordenadas en un marco de refe-
rencia inercial
La seleccio´n de un marco de referencia inercial viene dada por la especificacio´n
de una estructura producto del espacio–tiempo: X ∼= E × T , donde E es un
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espacio euclidiano 3–dimensional. Esto induce una estructura producto del
espacio de evolucio´n: Z ∼= T ∗(E) × T , con las proyecciones ϑ : Z → T ∗(E) y
τ : Z → T . La variedad simple´ctica T ∗(E), con estructura simple´ctica dθE , es
el espacio de fase definido por el marco de referencia inercial.
La imagen rec´ıproca (o pull–back) ϑ∗θE de θE es una 1–forma sobre Z tal que,
para cada t ∈ T , ϑ∗θE |Mt = θE , de modo que
ϑ∗θE |Mt = Θ|Mt ; (4.1)
es decir, ϑ∗θE y Θ difieren en una 1–forma que se anula sobre la fibras de Z, es
decir, una 1–forma proporcional a dt. Por lo tanto, existira´ una u´nica funcio´n
H : Z → R tal que
Θ = ϑ∗θE +Hdt , (4.2)
de modo que la 2–forma Ω = dΘ se expresa como
Ω = d(ϑ∗θE)− d(Hdt) . (4.3)
La funcio´n H es el Hamiltoniano dependiente del tiempo, relativo al marco
inercial seleccionado, de la dina´mica descrita por Θ. Puesto que Θ esta´ deter-
minada excepto por el diferencial de una funcio´n suave arbitraria sobre T , se
sigue que H esta´ determinada excepto por una funcio´n suave arbitraria sobre
T .
La seleccio´n de un tiempo inicial produce un isomorfismo af´ın T → R tal que,
si denotamos por t : Z → R su imagen rec´ıproca a Z, la 1–forma dt corres-
pondiente a la seleccio´n de una escala de tiempo coincide con el diferencial de
la funcio´n t.
Sean q1, q2, q3 las ima´genes rec´ıprocas a Z de algunas coordenadas cartesianas
sobre E, y p1, p2, p3 los momentos cano´nicos conjugados. En este sistema de
coordenadas, tenemos que [2, 4, 8]
ϑ∗θE =
3∑
i=1
pidq
i , (4.4)
y as´ı entonces
Θ =
3∑
i=1
pidq
i −Hdt . (4.5)
Por lo tanto, la 2–forma Ω se expresa en las coordenadas {pi, qi, t} como
Ω =
3∑
i=1
dpi ∧ dqi − dH ∧ dt . (4.6)
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As´ı mismo, en este sistema de coordenadas, el campo vectorial ζ que genera
la distribucio´n D se escribe
ζ =
3∑
i=1
(
−∂H
∂qi
∂
∂pi
+
∂H
∂pi
∂
∂qi
)
+
∂
∂t
. (4.7)
Sea α : R → Z una curva integral de ζ a trave´s de z; esto es, α(0) = z y
α˙(0) = ζ(z). En las coordenadas {pi, qi, t} tenemos
α(t) =
(
pi(α(t)), qi(α(t)), t(α(t))
)
, (4.8)
de modo que la condicio´n α˙ = ζ(α(t)) implica que
d
dt
pi(α(t)) = −∂H
dt
(α(t)),
d
dt
qi(α(t)) =
∂H
dt
(α(t)),
d
dt
t(α(t)) = 1 ,
(4.9)
para todo t ∈ R y todo i = 1,2,3.
Por lo tanto, las curvas integrales de ζ satisfacen las ecuaciones cano´nicas de
Hamilton usuales, con el Hamiltoniano H dependiente del tiempo.
5. Conclusiones
La formulacio´n de la dina´mica cla´sica presentada en este trabajo constituye
un me´todo poderoso para enfrentar diversos problemas de la f´ısica cla´sica,
as´ı como tambie´n para resolver algunas ambigu¨edades existentes en el proceso
de cuantizacio´n de un sistema f´ısico.
Los resultados obtenidos mediante la formulacio´n geome´trica de la dina´mica
cla´sica concuerdan con los resultados obtenidos mediante otras formulaciones
ma´s tradicionales; sin embargo, el poder de los me´todos geome´tricos esta´ prin-
cipalmente en los aspectos conceptuales de la teor´ıa, pues permite una visio´n
global de la evolucio´n de un sistema independientemente de cualquier marco
de referencia o sistema de coordenadas empleado.
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